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Relative Haufigkeit, Anteil und Wahrscheinlichkeit —

> Relative Haufigkeit Studierende Gro3e > 190 cm? GréBe

— Quantile Statistische KenngroBBen

. . |—@_| 100.0% Maximum 195  Mittelwert 177,91304
_ Absolute Hanlgkelt 99.5% 195  std.-Abw. 10,800877

97.5% 194,475  Std.-Fehler Mittelwert  1,5925024
90.0% 190 95% Kl oben Mittelwert 181,12051
h(x > 190) — 3 750%  Quartil 185  95% Kl unten Mittelwert 174,70558
500%  Median 180 N 46
25.0% Quartil 172,25 Anzahl fehlender Werte 2

_ IS o

2.5% 147,875

140 150 160 170 180 190 200 05 147

cm 0.0% Minimum 147

— Relative Haufigkeit: GréBe > 190 cm
Haufigkeiten

h (x > 1 9 O) 3 Klasse Haufigkeiten ~ Wahrsch.
— =~ O O 6 5 Ja 3 0,06522
= =~ )

46 ) Nein 43 0,93478

Summe 46 1,00000

Anzahl fehlender Werte 2

2 Klassen

f(x > 190) =

Ja Nein

> Wie wahrscheinlich ist es, ,blind“ (= zufallig) mit einem Ball im Vorlesungssaal eine Person grol3er als
190 cm zu treffen?
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Relative Haufigkeit, Anteil und Wahrscheinlichkeit —

> Normalverteilte ZufallsgroRe GrofRe~N(171,6;9,62)
> Anteil Bevolkerung Grofze > 190 cm?

— Z-Transformation

_190-1716 N
e \

Density

—  P(X >190) =0,0274 0> 1-0,9726 = 0,0274
— Anteil=2,7% o
3 2 -1 0 1 ‘2 3
> Wahrscheinlichkeit zufallig eine Person grof3er als 190 cm auszuwahlen? 1,92

= 0,0274 oder ~2,7%
> Unter 100 zufallig ausgewahlten Personen

= ~2-3 grof3er 190 cm
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I Normalverteilung

Wahrscheinlichkeitsintervall fur Punktschatzer

Verteilung Grof3e Deutschland

« Groesse~N(171,55;9,55) u=171,55
0,04
0,03
2 o = 9,55
8 0,02
0,01
0
140 150 160 170 180 190 200
GroBe (cm)
202
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Normalverteilung

Wahrscheinlichkeitsintervall fur Punktschatzer

Verteilung Grof3e Deutschland

Density

Groesse~N(171,55;9,55)

0,04
0,03
0,02
0,01
160

0
140 150

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er

u=171,55

g =955

x—u=1571

|
|

170
GrofBe (cm)

7 =

180

Fakultat

TP e

x = 187,26

190 200

X — 15,71
a = = 1,645

o

9,55

203



I Normalverteilung I I-H Informatik

Wahrscheinlichkeitsintervall fur Punktschatzer

Verteilung Grof3e Deutschland

Density

Fakultat

w

« Groesse~N(171,55;9,55) u=171,55
0,04 -
0,03 -
0,02 -
x = 187,26
0,01 -
0
140 150 160 170 180 190 200
GréBe (cm) X —pu 15,71
= = 1,645

Z =
o 9,55

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er
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I Normalverteilung TI-H Informatik
° _—
mp (

Wahrscheinlichkeitsintervall fur Punktschéatzer j

Verteilung Grof3e Deutschland

« Groesse~N(171,55;9,55) u=171,55
0,04 -
0,03 -
§ 0,02 -
100% - 97,5% = 2,5% ]
0,01 -
0 ! I / T T
140 150 170 190 200
z =-1,96 erofe fem z =+1,96
x=zx0+u=196+9,554+ 171,55 = 190,27
205

x=-196 %955+ 171,55 = 152,83
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I Theoretische Wahrscheinlichkeitsverteilungen

k-o-Bereiche, Sigma-Regeln

> Ermittlung eines Intervalls flr gegebene Wahrscheinlichkeit

— Normalverteilte ZufallsgroRen X~N (u, %)
« Symmetrisch um Erwartungswert u

THPa

Fakultat
Informatik

— Intervall i.d.R. durch Vielfachens der Standardabweichung o zum Erwartungswert u

» Z-Transformation (siehe friihere Folie)

P(|IX—pu|l<kxo)=P(u—kxo<X<u+k=o)

> Sigma-Regeln LTS XS ey 827 %
m m P30 <X S0 00 <9973
[u—o;u+0] =~0683 [u—1,640;u+1640] =090
[u—20;u+ 20] =~ 0,954 [u —1,960;u+ 1,960] =~ 0,95
[u—30;u+30] =0997 [u—2580;u+258s] =~0,99

34,13%

34,13%

P(X < pt1-0) % 84,13 %
P(X < p+2-0) % 97.72 %
P(X < p+3-0) = 99,87 %

n-3-¢ u-2-0 H—0c

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er
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pt+o u+2-0 u+3-0
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I Theoretische Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sigma-Regeln, k-o-Bereiche
Beispiele

> Geben Sie zu einer N(200, 75%)-verteilten ZufallsgroRe das um den Erwartungswert symmetrische
Intervall an, welches eine Wahrscheinlichkeit von 0,95 hat

— Gesucht: Vielfaches k von o, so dass [u — ko; u + ko] = 0,95

— u=200,06=75

— Die ZufallsgrofRe weicht dann mit der Wahrscheinlichkeit 0,95 héchstens um k * ¢ vom
Erwartungswert u ab

Standardnormalverteilung

04 -

P(|X — 200| < k = 75) = 0,95

o
w

& P(200 —k 75 < X < 200 + k * 75) = 0,95

o
N}

Wahrscheinlichkeitsverteilung

= P(—k<X<k)=095

o
=

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er 207
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I Theoretische Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sigma-Regeln, k-o-Bereiche
Beispiele

> Geben Sie zu einer N(200, 75%)-verteilten ZufallsgroRe das um den Erwartungswert symmetrische
Intervall an, welches eine Wahrscheinlichkeit von 0,95 hat
— Gesucht: Vielfaches k von ¢, so dass [u — ko; u + ko] = 0,95, u = 200,0 = 75

— Die ZufallsgrofRe weicht dann mit der Wahrscheinlichkeit 0,95 hochstens um k * ¢ vom
Erwartungswert u ab

Standardnormalverteilung

9
<)

o K
=

= P(—k<X<k)=095

lichkeitsverteilun
o
[e)}

o
~

o P(X<k)—P(X <—k)=0,95

Wabhrschein
S
N

o
»~ o

o
w

I
=

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
o
N

o
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I Theoretische Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sigma-Regeln, k-o-Bereiche
Beispiele

> Geben Sie zu einer N(200, 75%)-verteilten ZufallsgroRe das um den Erwartungswert symmetrische
Intervall an, welches eine Wahrscheinlichkeit von 0,95 hat

— Gesucht: Vielfaches k von ¢, so dass [u — ko; u + ko] = 0,95, u = 200,0 = 75
— Die ZufallsgrofRe weicht dann mit der Wahrscheinlichkeit 0,95 hochstens um k * ¢ vom

Erwartungswert u ab

= P(X < k)—-P(X < —k) = 0,95

s d(k) — d(—k) = 0,95

Standardnormalverteilung

-3

-2

-1 0

1

L

2 3

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ~ Wahrscheinlichkeitsverteilung

o
®

o
EY

3
ES

o
o

o
> o

o
w

o
o

o

o

Standardnormalverteilung

Standardnormalverteilung
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Sigma-Regeln, k-o-Bereiche j?”p

Beispiele

> Geben Sie zu einer N(200, 75%)-verteilten ZufallsgroRe das um den Erwartungswert symmetrische
Intervall an, welches eine Wahrscheinlichkeit von 0,95 hat

— Gesucht: Vielfaches k von ¢, so dass [u — ko; u + ko] = 0,95, u = 200,06 = 75

— Die Zufallsgrof3e weicht dann mit der Wahrscheinlichkeit 0,95 héchstens um k * ¢ vom
Erwartungswert u ab

= P(X <k)-P(X < —-k)=0,95
e &(k) — d(—k) = 0,95
& d(k) — (1 —@(k)) = 0,95

o 2xd(k)—1=095 2*d(k) =1,95

)

s O(k) =

= 0,975

=k =®71(0,975) = 1,96 = [200 — 1,96 * 75; 200 + 1,96 * o] = [53; 347]

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er
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I Theoretische Wahrscheinlichkeitsverteilungen

99,9% Erfolgswahrscheinlichkeit

« Eine Raumfahrtbehorde entwickelt eine Rakete.

. Die Ingenieure/-innen sagen: "Unsere Startsysteme haben eine Erfolgswahrscheinlichkeit von
99,9 %".

« Klinkt extrem zuverlassig!?
« Aber:
. Bei 1000 Starts wird im Schnitt 1 Fehlstart erwartet
. Falls Du an Bord genau der Rakete mit Fehlstart bist
. Ist die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 100%!

https://www.businessinsider.de/tech/spacex-rakete-
explodiert-kurz-nach-dem-start-ein-erfolg-fuer-elon-
musk/

. Selbst eine hohe Wahrscheinlichkeit garantiert keinen Erfolg im Einzelfall

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er 212
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NAKO T

Verteilung Grof3e Deutschland

« Groesse~N(171,55;9,55)

N

il

140 150 160 170 180 190 200
GrofBe (cm)
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NaKo_Groesse_Deutschland_2020.jmp
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Normalverteilung j?”p

« Warum gibt es keine Menschen > 240 cm, obwohl die Wahrscheinlichkeit daftr nicht Null ist?

. Robert Wadlow (1918 — 1940), The Alton Giant: 272 cm

« Wahrscheinlichkeit fir Menschen > 240 cm:

° P(X > 240) =1- N171’55;9’55(240) =1 — N0;1(7,17)
= 1-0,9999999999996182 = 0,0000000000003818

« Haufigkeit bei 8.000.000.0007?
. 0,0000000000003818 * 8.000.000.000 = 0,0031

. Haufigkeit bei allen bis heute (~160.000.000.000)
. 0,061

. Die Biologie schlagt zu: Haufig genetische Veranderungen, die frihen Tod verursachen

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er 215
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Dartscheiben-Paradoxon

Dart-Spieler wirft Pfeil auf Dartscheibe

. Trifft Dartscheibe immer

. Jeder Punkt gleichwahrscheinlich: p
Unendlich viele Punkte

« Wenn unendlich genau gemessen

Wahrscheinlichkeit genau einen Punkt zu treffen?
1
"~ Anzahl Punkte "

Anzahl Punkte—°o° Anzahl Punkte

= Wie kann dann Scheibe getroffen werden?
=>P>0
« Aber:WennP >0=)Yp oo =1
Ereignisraum unendlich
« Wahrscheinlichkeit von 0 bedeutet nicht, dass Ereignis niemals eintritt — sondern, dass es ,fasst
sicher” nicht eintritt
Im Gegensatz: Ereignisraum endlich (z. B. Wirfeln)
« Wabhrscheinlichkeit eine 7 zu Wirfen = 0 = Ereignis tritt niemals ein

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er 217
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Munzwurf

W = O X
@ Minze werfen b3 +

&« C A Nichtsicher | muenzewerfen.com 2w @ » 0O 2 'CAktuafS'EFEﬂ )‘

Miunze werfen - ein Entscheidungshelfer > english > impressum > datenschutz > evakohl.de

(Z~)
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MUnzwurf
Gedankenexperiment

. Eswurde eine Minze 100 Mal geworfen
. 100 Mal lag ,Kopf* oben

« Nun wird die Mlnze noch einmal geworfen
« Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass nun ,Zahl“ oben liegt?

. Jeder Munzwurf ist von den vorherigen unabhangig!
. Die Minze ,weil} nicht®, was vorher oben lag!

09.11.2025 © Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er 220
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Galtonbrett

. Zufallsbrett, Galtonsches Nagelbrett
- Mechanisches Modell zur Veranschaulichung von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen

« Nach Sir Francis Galton (1822-1911),
Naturforscher, Schriftsteller, Geograph, Meteorologe
. Vater der Daktyloskopie

. Mitbegrunder der Differenzialpsychologie und
der experimentellen Psychologie
« Versuch die Dummbheit der Masse zu beweisen (1906) schlug fehl:
(,Stimme des Volkes")
« Cousin von Charles Darwin
. Einer der Vater der Eugenik mit dem Ziel ,der Verbesserung der menschlichen Rasse”

09.11.2025 © Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er 221


075450a0.pdf

. . .. . Fakultat
I Theoretische Wahrscheinlichkeit TI-H Informatik

Galtonbrett
Simulation Munzwurf

[

Galtonbrett
Lénge p =

1 2
00
) Normalisiert

Versuche = 0 A

https://www.geogebra.org/m/tcROU7zG
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Laplace Experiment

. Zufallsexperiment
. Zuféllige Auswanhl
. Endliche Anzahl Ergebnisse

. Jedes Ergebnis gleichwahrscheinlich (Fairer Wirfel, Faire Minze)
. Mogliches Ergebnis ist Elementarereignis w (Wiurfel: Augenzahl, Minze: Kopf oder Zahl)
. Menge aller moglichen Ergebnisse
. Ergebnismenge 2 Laplace Formel
« Minze: Q= {Kopf,Zahl}
. Wirfel: Q=1{1,2,3,4,5,6} p(A) = Anzahl aller moeglichen Ereignisse Q]
. Pierre-Simon Laplace (1749 — 1827)

Mathematiker, Physiker, Astronom; Mitglied im

Anzahl der guenstigen Ereignisse  |A|

Summe der Wahrscheinlichkeiten = 1

Komitee flr Mal3e und Gewichte
« Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses nach Laplace-Formel

09.11.2025 © Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er 224
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Gleichverteilung

. Verteilung der Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen wenn jedes Ereignis gleichwahrscheinlich

. Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Parameter n

1 .
« Wahrscheinlichkeitsfunktion PX=x)=f(x)= ;fuerx =x; te{l,..,n}
0 sonst
0 ;fallsx <1
. Verteilungsfunktion PX<x)=F(x) = % ;falls1 <x<n | |:Abrundungsfunktion
1 ;fallsx = n
« Erwartungswert E(x) = % * )i X
. Varianz Var(x) = % « Y (x;—E (x))2
« Standardabweichung o(x) =+ Var(x)

09.11.2025 © Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er 226
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Wirfeln

09.11.2025

« Wahrscheinlichkeitsfunktion

. Erwartungswert

P(X =x) = f(x) = %fuerx=xi; ie{l, .., 6}

sonst

o E(x) =%*Zi6=1xi =3,5;i€e{l,..,6}

Automatisch wirfeln an/aus ‘

1 ‘x| Manuell wiirfeln ‘

‘ Anzeige zurlicksetzen ‘

Absolute Haufigkeiten

LA O = LA = O kWA R

[=]

1 2 3

Anzahl an Wirfelwarfen 111.

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er
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I Theoretische Wahrscheinlichkeit T I- R‘

Munzwurf

Gedankenexperiment

09.11.2025

. Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze auf der Kante steht

. 1:6000

PHYSICAL REVIEW E VOLUME 48, NUMBER 4 OCTOBER 1993

Probability of a tossed coin landing on edge

Daniel B. Murray
Department of Physies, Okanagan University College, Kelowna, British Columbia, Canada V1Y 4X8

Scott W. Teare
Department of Physics, University of Guelph, Guelph, Ontario, Canada N1G 2W1
(Received 9 March 1993)

. Ist die Wahrscheinlichkeit wirklich 50%7?
« Physik sagt nein - es sind ~51%

SIAM REVIEW (L) 2007 Soclety for Industrial and Appled Mathematics
Wol. 49, No. 2, pp. 211-235

Dynamical Bias in the Coin Toss*

Persi Diaconist
Susan Holmes?
Richard Montgomery?®

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er

Was sagt die Empirie?

~51%!

FAIR COINS TEND TO LAND ON THE SAME SIDE THEY STARTED:

EVIDENCE FROM 350,757 FLIPS

Frantifek Bartod', Alexandra Sarafoglou’, Henrik R. Godmann', Amir Sahrani’, David Klein Leunk?,
Pierre Y. Gui®, David Voss®, Kaleem Ullah?, Malte J. Zoubek?, Franziska Nippold,
Frederik Aust’, Felipe F. Vieira®, Chris-Gabriel Islam™, Anton J. Zoubek”, Sara Shabani®,
Jonas Petter', Ingeborg B. Roos b1, Madlen F. Hoffstadt®,
J; 2, Jil Sjoerd Terpstra*!,

Riet van Bork”,
. Ting Pan"“, Hannah Armstrong®,
Tiangi Peng”, Mara Bialas>, Joyce Y.-C. Pang”, Bohan Fu®, Shujun Yang?,

Xiaoyi Lin?, Dana Sleiffer”, Miklos Bognar®', Balazs Aczel”?, and Eric-Jan Wagenmakers®

Katharina Karnbach?,
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s0036144504446436.pdf
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2310.04153v4.pdf
https://www.scientificamerican.com/article/scientists-destroy-illusion-that-coin-toss-flips-are-50-50/
https://arxiv.org/abs/2310.04153

I Theoretische Wahrscheinlichkeit

Galtonbrett

Simulation Munzwurf — ,,Realistische® Munze

Lange 1

1
1313

Reset Galtonbrett

p=051

Start
,: 10

1388
Normalisiet 0.49 0.51

Versuche = 2701

P
et
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I Theoretische Wahrscheinlichkeit T I- R‘

Erfolg und Misserfolg

> Gummibarchen
— 11 x Rot
— 27 xGriun

> Wahrscheinlichkeit, blind ein rotes
Gummibarchen zu ziehen?

- p( =7
> p() = b ___ n@®

n(@P+n@ N

>p(’)= 1 _1_ 29

11+27 38

09.11.2025 © Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er
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Erfolg und Misserfolg

> Gummibarchen
— 11 x Rot
— 27 xGrin

> Rotes Gummibarchen gezogen
— Erfolg!

11
— p(Rot) = —=0,29

> Grines Gummibarchen gezogen

— Misserfolg!

—  p(Grin) = % = 0,71
=1 —p(Rot)

- q=1-p
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Erfolg und Misserfolg
Bernoulli-Versuch

> Zufallsversuch mit genau zwei moglichen Ergebnissen (z. B. Erfolg und Misserfolg)
— Wahrscheinlichkeit fur Erfolg
p
— Wahrscheinlichkeit fir Misserfolg (Gegenwahrscheinlichkeit)
q=1-p

> Benannt nach Jakob | Bernoulli (1654/55 — 1705),
Mathematiker und Physiker

> Beispiele: Munzwurf, Wurfeln einer Sechs, ...

09.11.2025 © Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er 233



Fakultat
Informatik




. T . . Fakultat
Theoretische Wahrscheinlichkeitsverteilungen TI-I*. Informatik

Bernoulli-Verteilung

> Beschreibung zufalliger Ereignisse vl
mit nur zwei moglichen Ausgangen Haufigkeiten
Klasse Haufigkeiten Wahrsch.
grin 27 0,71
rot 11 0,29
1 1 Summe 38 1,00
> DISkrete Vertellung Anzahl fehlender Werte 0
— Null-Eins-, Boole-Verteilung 2 Klassen
. . grin rot
> Beispiele

— Werfen einer Mlnze

1
p=34q9=1-p=
— Wirfeln einer Sechs
5

1
P=5d=7

— Gummibarchen (Rot = Erfolg, Grun = Misserfolg)

11 27

P =397 33

2
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Bernoulli-Verteilung

> Diskrete Verteilung
— Beschreibung zufélliger Ereignisse mit nur zwei mdglichen Ausgangen
— Null-Eins-, Boole-Verteilung
— X~Ber(p); x €{0; 1}

> Wahrscheinlichkeitsfunktion > Verteilungsfunktion

1—-p, x=0 (Misserfolg) 0, x<0

f@=PX=x)={ p, x=1 (Erfolg) Fx)=PX=sx)=q1-p O=x<l
0 1, x=1
, sonst

> Erwartungswert E(x)=p (Erfolgswahrscheinlichkeit)
> Varianz Var(x) =p (1 —p) = pq
> Standardabweichung Oy = +/Pq
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Bestimmung von T mit Bernoulli-Verteilung ——

> Berechnung mittels Flachenformel
—  Flacheninhalt Kreis: Ay, eis = nr?
—  Flacheninhalt Quadrat: Agyaarar = (21)* = 4r?
— Verhaltnis Kreis- zu Quadratflache:
Agreis Agreis 7T

== 4K =—— =

2 VA
AQuadrat AQuadrat 4r2 4

> Statistische Bestimmung (Monte-Carlo-Algorithmus)
—  Punkte ,regnen” zufallig auf Quadrat . .

— Jeder Punkt gleichwahrscheinlich 2r
In Quadrat einbeschriebener Kreis

> Bestimmung Punkte innerhalb (Erfolg) und
auBerhalb (Misserfolg) Kreis: d < \/x? + y?

— Anteil Punkte innerhalb Kreis approximiert% = Bernoulli-Verteilung

—  Genauigkeit steigt mit der Anzahl der Punkte
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Binomialverteilung

> Gummibarchen
— 11 x Rot
— 27 x Grun

> \Wahrscheinlichkeit zufallig 5-mal
(k = 5) bei 8 Versuchen (n = 8)
mit Zuricklegen ein rotes Gummi-
barchen zu ziehen?

— Pech: 0-mal
—  Glick: 5-mal (k-mal)
— 0<k<5

~_ |0 falls Rot beii — tem Ziehen
=1 falls nicht Rot bei i — tem Ziehen

> Anzahl positiver Versuchsausgange
bei n-facher Wiederholung mit
konstanter Wahrscheinlichkeit

X = Z?=1 Xi
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Binomialverteilung
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> Beschreibt Verteilung der Anzahl der Erfolge bei einer Serie von gleichartigen und unabhangigen
Versuchen mit jeweils genau zwei moglichen Ergebnissen (z. B. Erfolg/Misserfolg) = Bernoulli-Versuch!

> Wiederholte Bernoulli-Versuche > Wahrscheinlichkeitsfunktion
— Bernoulli-Kette

n k (n—k)
_ o _ _ N . *p"* (1 —p) falls ke{01,..,n}
> Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung P(X =k) = f(k) = (k) 0 .
sons

> Drei Parameter

— ki Lange der Serie (Z) = k|*(z!_k)| Binomialkoeffizient (n Uber k)

— n: Anzahl der Versuche

— p: Wahrscheinlichkeit des > Wahrscheinlichkeitsverteilung (kumulierte Wahrscheinlichkeit)

Ereignisses

k
PX<k)=F (")Z (%) *pi+ (1 =D
i=0
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Binomialverteilung
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> Gummibarchen
— 11 x Rot
— 27 x Grun

> \Wahrscheinlichkeit zufallig 5-mal
(k = 5) bei 8 Versuchen (n = 8)
mit Zuricklegen ein rotes Gummi-
barchen zu ziehen?

> 1© =) () (13"

> ) = g () (1-2)°

> f(5) =222+ 0,002 % 0,3587

> f(5) = 0,0402

> B(5]5;,8) = B(5,5,8) = Bu (5)

38’

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er
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Galtonbrett
Simulation Gummibarchensituation

0

Galtonbrett
Lénge p =

4’=1D
A

1 2 3 4 5 6 T 89
6 70 9 68 38 13 2 oo MAM
M Normaiisiert  0.05 023 032 022 013 004 001 0 0 A M A

Versuche = 303

p(Rot) = 0,29

p(Grin) = 0,71 =1 — p(Rot)
n =3

k=5

P(X = 5) = 0,0402

O LN WDBDUION
X 55555555
O O OO OO OO0 O
~+ e~ &+ & & &+ ~& ~+ ~+
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Binomialverteilung ]
Form und Symmetrien — Einfluss von p

> Maximum liegt bei Erwartungswert u = n xp o5 Binomialverteilung (n=40)

o1
o5
oo

— Je groler p, desto grof3er u, linksschief — °
— Je kleiner p, desto kleiner u, rechtsschief
—  Symmetrisch, wenn p = 0,5

o
w

o
()

Wahrscheinlichkeit

> Wennp =0,5
— Erwartungswert ,in der Mitte®: "/, 01

— Dann: Binomialverteilung symmetrisch
um Erwartungswert

N ———
N

O | ——
[

o
<

‘llo...|||‘HHH|||....Il‘ ‘l
7 8

10 111213 14 1516 17 18 19 2?( 2123 23 24 35 36 57 38 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

— | B(k|0,5;n) = B(n — k|0,5; n)
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Galtonbrett
Simulation Bernoulli-Kette / Binomialverteilung (p = 0,5)

|
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Binomialverteilung ]
Form und Symmetrien — Symmetrie um */,

> Bei gleichen n, Symmetrie um ™/, 05 Pinomialverteilung (n=40)
p
Zeile: 92 Zeile: 360 o2
ki 9 k 31 mmos
_ B (7 | 0’2; 40) o~ 0,1 5 13 04 Mittelwert(Wahrscheinlichkeizi 81239 Mittelwert(WahrscheinIichkeit;; g:;39
— B(33]0,8;40) ~ 0,1513 5.,
=0, Zeile: 362
S Zeile: 90
. —_ . = k: 33
- B(33|Ol8) 40) - B(4O - 7| 1 - OJZJ 40) E Mittelwert(Wahrscheinlichkeitl;z 3151 Mittelwert(Wahrscheinlichkeit): 0,151
% 02 p: 0:2 p: 08
2o,

— | B(klp;n) =B — k|1 —p;n)

0 -II‘ |II.-_ _-lII| ‘II-
2 3 45

6 7 8 9 10111213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
k

B(k|0,2;40): B(k|0,8;40):
U=40%02 =8 4 =40%08 = 32
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Binomialverteilung ]
Form und Symmetrien — Einfluss von n
> Wenn n — n=10 Binomialverteilung (p=0,1) oo
— ,Breite* wird gréRer | =it
— Annahernd symmetrisch um Hnm0emoy
Erwartungswert u = n * p " 2100

a
v

— Unabhangig von p n=300

"'y
. 4

0,2

Wahrscheinlichkeit

> Satz von Moivre-Laplace

— X~B(p;n) firn — oo "
standardnormalverteilt I l
o

el |HH HH|||I||

112 1 41516171819202122232425262728293031 32 33 34 35 36 37 38 39 40

4 5 6 7

I

01 2 1

— i P(ﬂs )=CI>X
R Vnp*(1-p) * &)

— Theoretische Grundlage fir Normal-Approximation

Abraham de Moivre

. ] (1667-1754), Mathematiker
> Laplace Bedmgung- Freund von Isaac Newton

— Var(X)=n*p*x(1—-p)>9 & SDX) >3 Keine Professur, starb verarmt
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Binomialverteilung

. . . . . n _
> Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung > Erwartungswert E(X) = X0_, k * (k) £ pk x (1 — p)nk
> Voraussetzung —nEp
— feste Anzahl Versuche _
> Varianz Var(X) = YR ok?*P(X = k) — (n = p)?

— zwei mogliche Ergebnisse
— unabhangige Versuche =nxpx(l-p)=n*p*q
— gleiche Wahrscheinlichkeiten

> Standardabweichung SD(X) = Var(X) = \/n *p*(1—p)
> Wahrscheinlichkeitsfunktion

n _ .- .. _ 1;19
B(klp,n) = () * p* * (1 — p)@0 > Variationskoeffizient ~ Vark(x) = |
> Verteilungsfunktion =
|x] > Schiefe v(X) =
n np(1-p)
Fy(x) = P(X < x) = z (7)*p* + (1 = )0
k=0
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Binomialverteilung
Anwendungsbeispiele: Roulette

e 37 Zahlen, O — 36

» Alle Ereignisse gleichwahrscheinlich

0°€ VS-A9 DD H3Yds19|0y jley

= Gleichverteilung

- Laplace-Formel: P(4) = % = % - 3_17

« Erwartungswert: E (x) =% Tx, =18

* Varianz: Var(x) = %Z’f(xn — E(x))2 =114
« SD: SD(x) = +/Var(x) = 10,68
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Binomialverteilung
Anwendungsbeispiele: Roulette

» Einfache Chancen (Rouge/Noir, Pair/Impair, Manque/Passe)

« Zwei mogliche Ergebnisse (Erfolg/Misserfolg)

0°€ VS-A9 DD H3Yds19|0y jley

= Bernoulli-Versuch

« Erfolgswahrscheinlichkeit: P(x) = Z'{% = 5

«  Misserfolgsw.: P(x) =1—-P(x) = 5

« Erwartungswert: E(x) = P(x) = S

* Varianz: Var(x) = P(x) * (1 - P(x)) = %
. SD: SD(x) = +/Var(x) = 0,4998
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Binomialverteilung
Anwendungsbeispiele: Roulette

> 37 Nummern (0, 1-36)

> Einfache Chancen: Rot, Schwarz, Gerade, Ungerade, Niedrig, Hoch
— Jeweils 18 Nummern

> Sie bekommen als Willkommensgeschenk vom Kasino 100 € um
damit genau 10-mal 10 € zu setzen

> Sie setzen bei jedem Durchgang auf Rot

> Wie hoch ist die Chance, genau 5-mal zu gewinnen?
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Binomialverteilung ]
Anwendungsbeispiele: Roulette

> Zwei Moglichkeiten:
— Erfolg (Rot), Misserfolg (Nicht Rot)
= p(Erfolg) = p(Rot) = 18/,, (Erfolgswahrscheinlichkeit)
= Bernoulli-Versuch

> 10 Durchgange (n = 10) Wikipedia, Ralf Roletschek, CC BY-SA 3.0
— Durchgange unabhangig

« Gleiche Wahrscheinlichkeit bei jedem Durchgang ;0022 e
= Bernoulli-Kette o015
— Binomialverteilung: X~B(k,p,n) £ o1 1o I I

=0,05 ! 3,7%
. 0,1% 1.2% . .08/ 0,1%
> Chance auf genau 5 Gewinne (k = 5)? o “snani ot
_ ey (1 k _ \n—k _ (10 18\° 18)107°
= P(X_S)_(k)*p *(1-p) :>f(5)_(5)*(37) *(1 37)
= 0,2425
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Binomialverteilung
Anwendungsbeispiele: Roulette

09.11.2025

> 37 Nummern (0, 1-36)

> Einfache Chancen: Rot, Schwarz, Gerade, Ungerade, Niedrig, Hoch
— Jeweils 18 Nummern

> Sie bekommen als Willkommensgeschenk vom Kasino 100 € um
damit genau 10-mal 10 € zu setzen

> Was ist der Erwartungswert flr Rot? > Wie lautet die Standardabweichung?
— EX)=n=p _ SD(X):\/W:\/n*p*(l—p)

— E(Rot) = 1018/, ~ 486
(Rot) /37 = SD(Rot) = /10 * 18/5; % (1 — 18/3,)

— \/10 «18/5, % 19/,
~ 1,5086
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Binomialverteilung
Anwendungsbeispiele: Roulette
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> Sie setzen bei jedem Durchgang auf Rot

> Wie hoch ist die Chance, bis zu 5-mal zu gewinnen?
= P(X<5)=
= PX<5)=PX=0+PX=1)+PX=2)4+PX =23)
+P(X =4)+P(X =5)
= 0,0013 + 0,0121 + 0,0515 + 0,1301
+0,2157 + 0,2452
= 0,6558

o o
o o )
(9] [\S] (9]

o
-

Wahrscheinlichkeit

0,0

wu

0,
59, 99% 100% 100%

19%
o (0% 1.3% O

Anzahl Rot

> Verteilungsfunktion

—_
o

o
=]

o ¢
~

o
[N]

Kumulierte Wahrscheinlichkeit
o
()]

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er
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Roulette
Martingalespiel

« Strategie im Gluckspiel / Spielsystem
« Bekannt seit 18. Jahrhundert
« Benannt nach franzdsischer Stadt Martigues
« Einwohner/-innen galten als ,etwas naiv”
 Anwendung z. B. beim Roulette (Rot/Schwarz, Gerade/Ungerade, ...)

« Erhohen des Einsatzes im Verlustfall, typischerweise Verdoppeln (Doublieren)
« Spekulation mit Gesetz des Ausgleichs (Equilibre)
« Spielerfehlschluss (Gambler's fallacy)

= Jede Runde ist unabhangiges Zufallsexperiment
(unabhéangig von vorhergehenden Runden)

« Sinnlos, auf Ausgleich zu warten!
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Roulette
Martingalespiel

Spieler spielt Martingale auf einfache Chance: Rouge

«  Annahme: Zéro gilt als Noir (Verlust)

« Starteinsatz 10 €, Verdoppelung bei jedem Verlieren

« Maximaleinsatz: 20.480 € = Maximal 12 Spiele (12x Verlieren)
Wahrscheinlichkeit einzelnes Spiel zu verlieren

«  Bernoulli-Versuch: p(Verlieren) = 5 ~ 0,514

Wahrscheinlichkeit 12 Spiele in Folge zu verlieren
. Bernoulli-Kette = Binomial-Verteilung B(k|p,n)

¢ px=12)=B(12]2,12) = (12) + 27« (1 - 197 < 0,00034 ~ 0,034%

37
JMP JSL: Binomial Probability( 19 / 37, 12, 12 )

Wahrscheinlichkeit mindestens 1 Spiel von 12 zu gewinnen

c p(X>1)= 23213( |— 12)%0,99966%99,966%
JMP JSL: Summation( i = 1, 12, Binomial Probability( 18 / 37, 12, i ) )

«  Alternativ (Gegenwahrscheinlichkeit): p(X = 1) = (X > 1|— 12) =1- (12|— 12)
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Roulette
Martingalespiel

09.11.2025

« Verlust wird durch Verdoppelung im nachsten Spiel jeweils ausgeglichen (falls man gewinnt!)
« Wabhrscheinlichkeit Martingale mit Gewinn zu beenden: 99,966%

» Scheinbar hervorragende Chancen, aber:
« Gewinn bei glucklichem Abschluss: 10 €
 Maximaler Verlust: 40.950 €!

* Insgesamt:
« Erfolgswahrscheinlichkeit (min. 1 Gewinn): 0,99966
« Misserfolgswahrscheinlichkeit (kein Gewinn): 0,00034
«  Erwartungswert Gesamtgewinn:
E(Gesamt) = 0,99966 * 10€ — 0,00034 * 40.950€ ~ —3,77€
= Fur Spieler/-in negativ!
= =~ 3,77% des Starteinsatzes
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Roulette
Martingalespiel

Aus: Giacomo Casanova (1725 - 1798), ,Geschichte meines Lebens”

Vorher bat M. M. mich noch, in ihr Kasino zu gehen, dort Geld zu holen und

mit inr auf Halbpart zu spielen. Ich tat es und nahm alles Geld, das ich fand.

Damit spielte ich die Martingale, indem ich stets die Satze verdoppelte; ich
gewann bis zum Ende des Karnevals taglich. Ich hatte das Glick, niemals

die sechste Karte zu verlieren; und wenn mir das passiert ware, so hatte ich

kein Spielkapital mehr gehabt; denn dieser sechste Satz betrug zweitausend
Zechinen. Ich freute mich, den Schatz meiner teuren Geliebten vermehrt zu haben.

Ich spielte immer noch meine Martingale, aber so ungltcklich, dass ich bald keine Zechine mehr hatte.
Da ich auf gemeinsame Rechnung mit M. M. spielte, musste ich ihr Rechenschaft Gber den Stand
meiner Finanzen ablegen.

Auf inr Drangen verkaufte ich nach und nach alle inre Diamanten. Den Erlds verlor ich wieder; sie
behielt fir sich nur finfhundert Zechinen fir den Fall der Not zuriick. Von Entfihrung war keine Rede
mehr; denn wie hatten wir uns mittellos durch die Welt schlagen sollen?
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Binomialverteilung
Anwendungsbeispiele: Anzahl bendtigter Server

> |hre Firma betreibt eine Serverfarm flr einen Internetdienst. Im Zuge einer Modernisierung sollen neue Server flr
den Betrieb angeschafft werden. Aus den Spezifikationen der neuen Server wissen Sie, dass auf einem Server 10
Dienstinstanzen parallel betrieben werden kdnnen. Aus friherer Erfahrung wissen Sie, dass von Ihren 2000
Kunden durchschnittlich 15 % gleichzeitig auf den Dienst zugreifen. Ziel ist es, dass alle Kunden ohne Verzégerung
auf den Dienst zugreifen kdnnen, d.h. dass flr bei jedem Zugriff mit grof3er Wahrscheinlichkeit eine Dienstinstanz
frei ist.

a) Welche Verteilung ist zur Abschatzung der Wahrscheinlichkeit, dass Dienstinstanzen frei sind, geeignet?
b) Welche Anforderungen mussen dazu erftllt sein?

c) Welcher Wert der Verteilung kdnnte fur die zu im Mittel zu erwartenden Kundenzugriffe zur Abschéatzung
der Anzahl von bendtigten Servern verwendet werden? Welche Anzahl von Servern ergibt sich daraus?

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kdnnen mit dieser Anzahl von Servern alle Kundenzugriffe ohne
Verzogerung bedient werden?

e) Um die Wahrscheinlichkeit zu erhohen, soll die Anzahl der Server um eine Standardabweichung der
Verteilung erhéht werden. Wie viele Server werden eingeplant?

f)  Wie hoch ist damit die Wahrscheinlichkeit?
g) Wie viele Server werden bendtigt, um die Wahrscheinlichkeit auf tber 95 % zu erhéhen?
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Binomialverteilung
Anwendungsbeispiele: Anzahl bendtigter Server

09.11.2025

a)
b)

9)

Binomialverteilung

Feste Anzahl n = 2000, konstante Wahrscheinlichkeit p = 0.15, Versuche (Zugriffe) unabhangig, nur zwei
Ergebnisse (verfligbar, nicht verfligbar)

Erwartungswert E(X) = n*p = 2000 = 0.15 = 300 Dienstinstanzen 2 30 Server (10 Instanzen/Server)

n

P(X < 300) = F(300;2000;0,15) = ¥3°% B(k|0,15,2000) = ¥3%9 (k

Die Wahrscheinlichkeit betragt ca. 52 %

) #p*+ (1= p)"* ~ 0,52

SD(X) = \/n xpx*x(1—p)= \/2000 %+ 0,15 (1 —0,15) = 15,97 2 1,6 => 2 Server (10 Instanzen/Server)
=> 30 + 2 = 32 Server

P(X < 32%10) = F(320;2000;0,15) = Y329 B(k|0,15,2000) ~ 0,90
Die Wahrscheinlichkeit betragt ca. 90 %

P(X <33%10) =~ 0,97 => 97 % bei 33 Servern
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Hypergeometrische Verteilung

« Gummibarchen
o« 11 rot
o 27 grun

« Wahrscheinlichkeit zufallig 5-mal
ohne Zuricklegen bei 8 Versuchen
ein rotes Gummibarchen zu ziehen?

« Gesamtzahl Gummibéarchen

N=11+27 = 38

« Anzahl rote Gummibarchen (Erfolg)
M=11

. Umfang Stichprobe
n=28

« Anzahl angestrebte rote Gummibarchen
k=5
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Hypergeometrische Verteilung

. Wahrscheinlichkeit zufallig 5-mal
ohne Zurticklegen bei 8 Versuchen
ein rotes Gummibarchen (GB) zu ziehen?

P(k) __ Anzahl Kombinationen k rote * (n—k) grine GB
Anzahl Kombinationen n GB beliebiger Farbe

= h(k|N,M,n)

« Anzahl Kombinationen k rote GB (IZ)

« Anzahl Kombinationen n-k grine GB (N B M)

n—k
« Anzahl Kombinationen k rote und n-k griine GB

(G )

. Anzahl beliebige Kombinationen (IX)

M\ (N—M
. PO = RGN, M,y = i)

(n)

09.11.2025 © Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er 262




. . ) . Fakultat
I Theoretische Wahrscheinlichkeitsverteilungen TI-H Informatik

Hypergeometrische Verteilung .

Wahrscheinlichkeit zufallig 5-mal
ohne Zurticklegen bei 8 Versuchen
ein rotes Gummibarchen (GB) zu ziehen?

P(k) __ Anzahl Kombinationen 5 rote * (8-5) grine GB
"~ Anzahl Kombinationen 8 GB beliebiger Farbe

= h(5|38,11,8)

11
5

Anzahl Kombinationen n-k griine GB (

Anzahl Kombinationen k rote GB ( ) = 462

38 — 11\ _
o )= 2925

Anzahl Kombinationen k rote und n-k griine GB

(151)*(32 B él) — ;{,3351.350

Anzahl beliebige Kombinationen ( 3

) — 48.903.492

P(5) = (151)*(32:;1) _462%2925  1.351.350

(388) " 48.903.492  48.903.492

= (0,028
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Simulation_Hypergeometrische_Verteilung.jmp
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Hypergeometrische Verteilung

. Verteilung Anzahl Erfolge bei Serie von gleichartigen und unabhangigen Versuchen mit jeweils genau zwei
maoglichen Ergebnissen (Erfolg/Misserfolg) ohne Zuriicklegen

. Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung . Modus l(n+1)*(M+1) | |: Gausskiammer, Abrunden
N+2 ’
. Parameter M\ (N—M
- k: Anzahl der zu ziehenden gunstigen Elemente . Erwartungswert E(X) = Y?_,k * (k)*gvn-k) —nxd
. n: Anzahl gezogener Elemente B () N
. M: Anzahl der gunstigen Elemente
. N: Gesamtzahl Elemente M (N-M
. Varianz Var(X) = 30_, k? = (")(g\,’i"‘) — (n * %)
« Wahrscheinlichkeitsfunktion M My Nen
(-Ct) =ne (1-9) 45
k n—k

P(X = k) = h(k|N,M,n) =

. Standardabweichung SD(X) = /Var(X)
. Verteilungsfunktion

e ()G
<k)= , .n)zh(yIN,M,n)—z N)
y=0 n

y=0
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Triggerwarnung

Auf den folgenden Folien wird ein auBerst
dummes Spiel

zur Demonstration von Wahrscheinlichkeiten
in sarkastischer Form comicartig dargestelit

Bitte versuchen Sie das nicht Zuhause!
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Russisches Roulette

09.11.2025

« Gewinnwahrscheinlichkeit bei
Russischem Roulett

Hypergeometrische Wahrscheinlichkeit
« Nur richtig, falls ohne Beachtung
der Reihenfolge!

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er
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Russisch Roulette.jmp
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I Theoretische Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Poisson-Verteilung

> 38 Gummibarchen

> Durchschnittlicher Verzehr
— 5 Gummibarchen pro Stunde

> Wahrscheinlichkeit zwischen 21 und 22 Uhr
10 Gummibéarchen zu essen?

> Durchschnittlicher Verzehr
A=32=5
1

> Wahrscheinlichkeit fur Verzehr von 10 Gummibéarchen
in einer Stunde?
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Poisson-Verteilung
Verteilung seltener Ereignisse

> Verteilung der Anzahl von unabhangigen Ereignissen mit konstanter mittlerer Rate in einem
festen Zeitintervall oder raumlichen Gebiet eintreten

> Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung

> Benannt nach Siméon Denis Poisson
(1781 — 1840, Mathematiker und Physiker)

— Publikation im letzten Studienjahr von hoher Qualitat,
Abschluss ohne Abschlussprifung, Anstellung als Repetitor S

— Theoretiker: ,Poisson ... war ... zufrieden, mit den Wechselfallen physikalischer Forschung
vOllig unvertraut zu sein. Es ist unwahrscheinlich, dass er jemals eine experimentelle

Messung versuchte, noch per Hand eine Versuchsanordnung entwarf.”
J. R. Hofman: Poisson’s 1812 Electricity Memoir. In: André-Marie Ampéere (Cambridge 1995)

— Poisson: ,Das Leben ist nur zu zwei Dingen gut: um Mathematik zu machen und sie zu
lehren.”
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Poisson-Verteilung

> Anwendung fur z. B. ,seltene Ereignisse”

— Ladislaus von Bortkewitsch (1868 — 1931, Statistiker und Okonom):
Beschreibung der Anzahl der Todesfélle durch Hufschlag in einzelnen Kavallerie-Einheiten
der preul3ischen Armee pro Jahr durch Poisson-Verteilung

—  Druckfehler je Buchseite

— Anzahl radioaktiver Zerfalle je Zeitintervall (Zeitintervall << Halbwertszeit)

— Blitzeinschlage pro Flache pro Jahr
> Parameter A: mittlere Rate, Erwartungswert
- P(X=x)=%*e_ﬂ
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Poisson-Verteilung

09.11.2025

> 38 Gummibarchen

> Durchschnittlicher Verzehr
— 5 Gummibarchen pro Stunde

> Wahrscheinlichkeit zwischen 21 und 22 Uhr
10 Gummibéarchen zu essen?

> Mittlere Rate: 1 = % =5

X
> P(X=x)=%>l<e"1

10
> P(X =10) = 5 e 5 = 9.765.625
10! 3.628.800

> P(X =10) = 0,01813

* (0,006738

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er
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Simulation_Poisson-Verteilung.jmp
Tabelle_Poissonverteilung.pdf
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Poisson-Verteilung

. Verteilung der Anzahl von unabhangigen Ereignissen mit konstanter mittlerer Rate in einem festen
Zeitintervall oder raumlichen Gebiet eintreten

. Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung . Erwartungswert EX) =21

. Parameter « Varianz Var(X) = 1
. A. Mittlere Rate

. Standardabweichung SD(X) = /Var(X) = V21
. Wahrscheinlichkeitsfunktion

P.(k) =2 « o2 L . _JVar(x) _ 1
1 (k) " . Variationskoeffizient VarK(X) =S~

. Verteilungsfunktion
Fy(k) = Xk=o P2(k) ’

Schiefe v(X) = —

Sl
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Poisson-Verteilung und Binomialverteilung ]
Poisson-Approximation

> Approximation Binomialverteilung durch Poisson-Verteilung moglich wenn
— ngrol3 (grof3e Stichprobe)
— p klein (kleine Wahrscheinlichkeit)

> EginomiaiX) =nxp > Afirn-><undp -0
— O<p*xn<wx

> Faustregel
— n=50
- p<005

> Vorteile
— Hohe Werte in Tabelle fur Binomialverteilung nicht enthalten
— Hoher Rechenaufwand flur Binomialkoeffizient bei grol3en Werten
— Poisson-Verteilung unendlich abzahlbar
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Poisson-Verteilung
Anwendungsbeispiele: Chipfertigung

09.11.2025

> |hre Firma stellt integrierte Chips (ICs) her. Dazu werden Siliziumwatfer belichtet. Auf
einem 5-Zoll-Wafer kdnnen dabei 1000 ICs aufgebracht werden. Durch Fehler, z. B.
bei der Belichtung, gibt es eine durchschnittliche Fehlerrate von 144 ICs je 100 A -

Wafer.

a)

s

i

AATAT] 1
'—

Welche Verteilung kann fur die Abschatzung der Wahrscheinlichkeit
fehlerhafter Chips verwendet werden?

Wie ist der Erwartungswert der Verteilung?
Wie ist die Varianz der Verteilung? Wikipedia, German Wikipediabiatch,
Wie ist die Standardabweichung der Verteilung? CCBY-SA3O

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit flr die Produktion eines Wafers mit
keinen fehlerhaften ICs?

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit flr die Produktion eines Wafers mit
hochstens 2 fehlerhaften 1Cs?

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er
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Poisson-Verteilung
Anwendungsbeispiele: Chipfertigung

09.11.2025

a) Poisson-Verteilung

b) Erwartungswert pro Einheit; 1 Wafer = 1 Einheit; 4 = % = 1,44
c) Var(X) = 1=1,44

d) SD(X) =Var(X) = V1,44 = 1,2

k
&) Pilk) =L xe =Py (0) = L o140 = =+0,2369 ~ 0,2369
Die Wahrschelnllchkelt far elnen Wafer ohne fehlerhafte ICs betragt ca. 23,7 %

f) P1,44(k < 2) = P1’44(0) + P1’44(1) + P1’44(2) == 0,2369 + 0,3419 + 0,2457 = 0,824‘5

THPa

Die Wahrscheinlichkeit fur einen Wafer mit héchstens 2 fehlerhaften ICs betragt ca. 82,5 %

© Technische Hochschule Augsburg, Dr. Torsten Stral3er
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Multimessenger-Astronomie

« Supernovae (Explosion massereicher Sterne am Ende ihrer Entwicklung)
sehr interessant flr Forschung

» Vor Aufleuchten massiver Ausbruch an Neutrinos

* Neutrinos erreichen Erde vor Photonen

« Gelegenheit zum Ausrichten von Teleskopen
» Neutrinos schwierig zu detektieren

 Geringe Masse

« Ungeladen, keine elektromagnetische Wechselwirkung Supernova 19940 in Galaxie NGC 4526

«  Wechselwirkung nur tber schwache Wechselwirkung e o
» Neutrino-Observatorium IceCube (Antarktis)

e e —

S A ——— —— Bedrock

r(::rrﬁichre»lé7, E:E B;-EA 40“ - IceCube Science Team, Taavi Adamberg Krebsnebel
Francis Halzen, CC BY 3.0 CC BY-SA 3.0
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Multimessenger-Astronomie
Poisson-Verteilung

« Ursprung u.a. Sonne, supermassive Schwarze Locher, Supernovae, usw.

Neutrinoemissionen ,stetig"
100.000

« Konstante mittlere Rate pro Tag 4 = = Poisson-Verteilung

« Erwartungswert pro Tag E(X) = 1 = 274

* Wie grol3 muss die Anzahl der Neutrinos sein, damit die Wahrscheinlichkeit, dass diese zufallig

aufgetreten sind (,Hintergrundrauschen®), kleiner oder gleich 5% ist?
Wahrscheinlichkeitsdichte

0,025

0,020

0,015

PDF

0,010
0,005

0 : . —r
170 190 210 230 250 E(X)=274 310 330 350

Anzahl Neutrinos pro Tag
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Multimessenger-Astronomie :
Poisson-Verteilung

I Theoretische Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Poisson-Verteilung: 1 = 10::;00
k
o WahrSChethhKEIt Pl(k) — %e—ﬂ, - Wahrscheinlichkeitsverteilung
« Wabhrscheinlichkeit (0,05) gegeben, gesucht k (= Quantil) % s

0,2

0

« Umkehrfunktion der Poisson-Verteilung bendétigt

170 190 210 230 250 E(X) =274 310 330 350

K Anzahl Neutrinos pro Tag
*  Nutzung Wahrscheinlichkeitsverteilung: F; (k) = Z,;“;O%e"l =1

+ Abwelchem k gilt: 1 — Y% 2 e=2 = 0,057

=07

e JMPJSL: Poisson Quantile( 275, 1-0.05 )

« =k = 303: Treten an einem Tag 303 oder mehr Neutrinos auf: Hinweis auf Supernova!
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Ubersicht diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen )

Gleichverteilung, Bernoulli-Verteilung, Binomialverteilung, Hypergeometrische Verteilung, Poisson-Verteilung

Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

—_
(=)

PU— ]

|

L ] G G

|

o
~

Verteilungsfunktion

|

0 ]

0,2600

[ - RN

0,3518
0,2580 0,2295

0,3186

0,2900

0,2169

0,1667 0,1667 0,1667 0,1667 0,1667 0,1667 0,1755 0,1755 0,1462

PRI NIV

Wahrscheinlichkeitsfunktion
O O O O O o o
N

0,1404
o 0910 00886 0,0704 00765 0,0842 01044 1653
AN ENE - = - I O O O 522222 o s
1 6 6 0 9o 10 1 12 13
GIelchvertellung Bernoulli- Blnomlalvertellung Hypergeometrlsche Vertellung P0|sson—Verte|Iung
Verteilung
Gleichverteilung Bernoulli-Verteilung Binomialverteilung Hypergeometrische Verteilung Poisson-Verteilung
— ISR — k
POX = x) =~ flxlp) = p*(1 = p)'™" B(klp,n) = (1) p*(1 - p)n 109 p (k)_’l_e A
n h(kIN,M,n) = ~Eon =k A
Parameter Parameter Parameter ( )
* Anzahl Elementarereignissen  « inli [ n
g Erfolgswahrscheinlichkeit p Anzahl Erfolge k Parameter y f’ara;anaetteer)\
n * Anzahl Versuche n * Anzahl Erfolge k EX) =n—
E(x) = lzxi EG)=p +  Erfolgswahrscheinlichkeit p * Anzahl Versuche n N E(x) = 1
L o(x) =+pq =p(1 —p) «  Anzahl Elemente N o) = M (1 B M) N-n (x) =
E(x)=nx*p ¢ Anzahl Elemente mit N N/ N-1 o=
o(x) = Z(xl E(x)) o(x) = vapg = J/np * (1 — p) gewiinschter Eigenschaft M
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Diskrete_Wahrscheinlichkeitsverteilungen.jmp

I Theoretische Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Ubersicht (diskrete) Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Gleichverteilung, Bernoulli-Verteilung, Binomialverteilung, Hypergeometrische Verteilung, Poisson-Verteilung, Normalverteilung

* Genau zwei Ergebnisse

(Erfolg / Misserfolg)
» Unterschiedliche

Wahrscheinlichkeiten

moglich

+ Beliebige Anzahl
Einzelergebnisse

» Alle Ergebnisse
gleichwahrscheinlich

Fakultat
Informatik

THPa

erzeugt Bernoulli-
verteilte | P(X=x)=p*(1—-p)t™* .
. e M\ (N—-M
- Zufallsvariable EX)=p Bernoulli.% nab iger (k) (n _k )
Var(X) = p(1-p) uche) P(X = k) = h(kIN, M,n) = O
n
Zwei gleichwahrscheinliche imalio M
Ergebgnisse Summe unabhangiger Bernoulli-Versuche a\ap roxima E(X) = nw
= Bernoulli-Kette BINOM <y 2005 .- _ .M M\ N-n
4 n<<N"—/,/-M e Var(X) —Tl;(l—;)ﬁ
4’———;(~B "N
Experiment P(X = k) = B(k|p,n) = (Z) (1 — p)n-k i
E(x) =np L oy, N "
"~ D I, ormalapproximation
Var(X) = Inp(l ) **\ff%%%, n groR, n% >5 éiLn(l - %) >5
RN 7 M M M\ N—
Poisson-Approxiri1ation /p@b\\iscgbe,;b = X~N (nﬁ;nﬁ:(l - ;) N—_?)
n groR (n > 50) und p klein (p < 0,05) %(}\;z(] ” :
= X~P ' DYRNRN i
PX = x) =; (np) i b))\<$
>
n > .
E(X) = lz x; x Normalapproximation Normalverteilun
n i=1 Pﬂ.(X = _X,') = —'e_l —-(M-O-I-\./r—e;l__apla—c-e.)_ _____
n x: Laplace-Bedingung:
1 2 EX)=2
Var(X) = —Z(xi —E(X)) Ve = 2 Var(X) = np(1—p) > 9
néd = = X~N(4, 1)

normalverteilt, falls n gro3 (n > 30)
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Desktriptive Statistik T I- I*.

Take Home

. Relative Haufigkeit, Anteil und Wahrscheinlichkeit

. Wahrscheinlichkeitsintervalle und Punktschéatzer

« Theoretische Wahrscheinlichkeit

Laplace-Experiment
Galton-Brett

. Diskrete vs. stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

. Theoretische Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Gleichverteilung
Bernoulli-Verteilung

. Bernoulli-Versuch
Binomial-Verteilung

. Bernoulli-Kette
Hypergeometrische Verteilung
Poisson-Verteilung
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